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La distribuzione spettrale del flusso (o potenza) radiante (l’energia emessa per unità di
tempo) da una sorgente è detta spettro di emissione.
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Uno spettro di emissione può avere una distribuzione spettrale continua
oppure discreta.
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Un esempio di distribuzione spettrale continua è data dalla radiazione termica, intesa come
la radiazione emessa da un corpo, come effetto della sua temperatura.

• Un corpo non isolato emette
ed assorbe radiazione
dall’ambiente circostante.

• In condizioni di equilibrio
termico la quantità di
radiazione emessa è uguale a
quella assorbita e la
temperatura rimane costante.

• Lo spettro della radiazione
termica dipende fortemente
dalla temperatura e, in modo
minore, dalla natura del
corpo.
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Con l’ipotesi di Planck secondo il quale ogni modo del campo di radiazione può emettere o
assorbire energia in quantità discrete di energia pari a multipli interi del quanto di energia
ℎ𝜈𝜈, il campo di radiazione termica ha densità di energia 𝜌𝜌(𝜈𝜈)𝑑𝑑𝑑𝑑 all’interno dell’intervallo di
frequenze [𝜈𝜈, 𝜈𝜈 + 𝑑𝑑𝑑𝑑] pari a:

𝜌𝜌 𝜐𝜐 𝑑𝑑𝑑𝑑 =
8𝜋𝜋𝜐𝜐2

𝑐𝑐3
ℎ𝜐𝜐

𝑒𝑒
ℎ𝜐𝜐
𝐾𝐾𝐾𝐾 − 1

𝑑𝑑𝑑𝑑

dove 𝑐𝑐 è la velocità della luce, h la costante di Planck e K la costante di Boltzmann.

La distribuzione spettrale della densità di
energia 𝜌𝜌 𝜐𝜐 per diverse temperature risulta:

La radiazione termica ha una
distribuzione spettrale continua per
ogni temperatura.
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Si parla di distribuzioni spettrali discrete quando il flusso radiante di una sorgente ha
massimi distinti a certi valori di frequenze 𝜈𝜈𝑖𝑖𝑖𝑖, e sono generati da transizioni di atomi e
molecole tra due stati legati di energia 𝐸𝐸𝑘𝑘 e 𝐸𝐸𝑖𝑖 (con 𝐸𝐸𝑘𝑘 > 𝐸𝐸𝐸𝐸) mediante la relazione:

ℎ𝜐𝜐𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐸𝐸𝑘𝑘 − 𝐸𝐸𝑖𝑖

Se la radiazione a spettro continuo attraversa un campione di gas, le molecole nello stato
energeticamente più basso Ei possono assorbire la potenza radiante alle autofrequenze:

che causerà delle “buche” spettrali 
sulla distribuzione della potenza 
trasmessa.

𝜐𝜐𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝐸𝐸𝑘𝑘 − 𝐸𝐸𝑖𝑖

ℎ
Spettro continuo 

Spettro potenza trasmessa

Spettro di assorbimento
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La differenza tra la distribuzione spettrale incidente
sul campione e quella trasmessa prende il nome di
spettro di assorbimento del campione gassoso in
esame.

• L’energia assorbita porterà le
molecole allo stato eccitato 𝐸𝐸𝑘𝑘.

• Se questi stati sono livelli
energetici, lo spettro risultante
sarà uno spettro di
assorbimento discreto.

• Se 𝐸𝐸𝑘𝑘 è al di sopra dell’energia
di ionizzazione, lo spettro di
assorbimento sarà continuo.
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La potenza assorbita all’interno dell’intervallo spettrale 𝑑𝑑𝜔𝜔 alla frequenza angolare 𝜔𝜔 a
seguito della transizione | ⟩𝑖𝑖 → | ⟩𝑘𝑘 all’interno del volume 𝛥𝛥𝛥𝛥 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 è proporzionale alla
potenza incidente 𝑃𝑃0 𝜔𝜔 , alle sezione d’urto di assorbimento 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖, alla differenza 𝑁𝑁𝑖𝑖 −
𝑔𝑔𝑖𝑖
𝑔𝑔𝑘𝑘
𝑁𝑁𝑘𝑘 della densità di popolazione delle molecole assorbenti nei due livelli energetici (𝑔𝑔𝑖𝑖 e

𝑔𝑔𝑘𝑘 sono il numero di stati degeneri per i livelli energetici 𝐸𝐸𝑖𝑖 e 𝐸𝐸𝑘𝑘, rispettivamente ):

𝑑𝑑𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜔𝜔 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑃𝑃0 𝜔𝜔 𝑁𝑁𝑖𝑖 −
𝑔𝑔𝑖𝑖
𝑔𝑔𝑘𝑘

𝑁𝑁𝑘𝑘 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜔𝜔 𝐴𝐴𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝝈𝝈𝒊𝒊𝒊𝒊

𝑨𝑨



1.1 SPETTRI DI EMISSIONE E SPETTRI DI 
ASSORBIMENTO

ASSORBIMENTO 
ED EMISSIONE 
DI LUCE

All’equilibrio termico, la popolazione dei livelli segue la distribuzione di Boltzmann,
ovvero:

𝑁𝑁𝑖𝑖 = 𝑁𝑁
𝑔𝑔𝑖𝑖
𝑍𝑍
𝑒𝑒−

𝐸𝐸𝑖𝑖
𝐾𝐾𝐾𝐾

𝑁𝑁𝑘𝑘 = 𝑁𝑁
𝑔𝑔𝑘𝑘
𝑍𝑍
𝑒𝑒−

𝐸𝐸𝑘𝑘
𝐾𝐾𝐾𝐾

dove 𝑁𝑁 è la densità totale di molecole e 𝑍𝑍 è la funzione di partizione sommata su tutti i
modi:

𝑍𝑍 = �
𝑞𝑞

𝑒𝑒−
𝑞𝑞𝑞𝑞𝑞
𝐾𝐾𝐾𝐾

Integrando in tutto il campo di frequenze di emesse dalla sorgente:

𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑁𝑁
𝑍𝑍
𝑔𝑔𝑖𝑖 𝑒𝑒−

𝐸𝐸𝑖𝑖
𝐾𝐾𝐾𝐾 − 𝑒𝑒−

𝐸𝐸𝑘𝑘
𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴�𝑃𝑃0 𝜔𝜔 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜔𝜔)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜔𝜔 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑃𝑃0 𝜔𝜔 𝑁𝑁𝑖𝑖 −
𝑔𝑔𝑖𝑖
𝑔𝑔𝑘𝑘

𝑁𝑁𝑘𝑘 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜔𝜔 𝐴𝐴𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
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Nel caso di una sorgente monocromatica (laser):

)𝑃𝑃0 𝜔𝜔 = 𝑃𝑃0𝛿𝛿(𝜔𝜔 − 𝜔𝜔0

la potenza sarà pari a:

𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑁𝑁
𝑍𝑍
𝑔𝑔𝑖𝑖 𝑒𝑒−

𝐸𝐸𝑖𝑖
𝐾𝐾𝐾𝐾 − 𝑒𝑒−

𝐸𝐸𝑘𝑘
𝐾𝐾𝐾𝐾 𝑃𝑃0𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜔𝜔0)𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

Le righe di assorbimento possono essere misurate sono se la potenza assorbita è
sufficientemente alta, ovvero se la densità di molecole 𝑁𝑁 o la lunghezza del cammino
ottico 𝑑𝑑𝑑𝑑 sono sufficientemente grandi.

In aggiunta, il primo fattore di Boltzmann tra parentesi deve essere più
grande del secondo. Questo vuol dire che 𝑬𝑬𝒊𝒊 < 𝑲𝑲𝑲𝑲 ma 𝑬𝑬𝒌𝒌 > 𝑲𝑲𝑲𝑲.

Quindi ne segue che le linee di assorbimento dei gas all’equilibrio
termico sono intense solo per transizioni da livelli energetici 𝐸𝐸𝑖𝑖 che
sono termicamente popolati verso stati poco popolati termicamente.

𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖 =
𝑁𝑁
𝑍𝑍
𝑔𝑔𝑖𝑖 𝑒𝑒−

𝐸𝐸𝑖𝑖
𝐾𝐾𝐾𝐾 − 𝑒𝑒−

𝐸𝐸𝑘𝑘
𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴�𝑃𝑃0 𝜔𝜔 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑
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L’intensità delle righe spettrali dipende non solo dalla densità di popolazione delle
molecole nei livelli coinvolti ma anche dalla probabilità di transizione delle corrispondenti
transizioni molecolari.

Se queste probabilità sono note, la densità di popolazione può essere misurata dalla
misura delle intensità delle linee di assorbimento. Questo può essere molto interessante,
specialmente in astrofisica dove le linee spettrali rappresentano la sorgente principale di
informazione dal mondo extraterrestre.

1. La misura dell’intensità delle righe di assorbimento o di emissione
permette di determinare la concentrazione degli elementi nelle
atmosfere stellari o nello spazio interstellare.

2. Confrontando le intensità di diverse linee della stessa specie gassosa
(ad esempio, le transizioni 𝐸𝐸𝑖𝑖 → 𝐸𝐸𝑘𝑘 e 𝐸𝐸𝑒𝑒 → 𝐸𝐸𝑘𝑘, ovvero da diversi livelli
superiori 𝐸𝐸𝑖𝑖 e 𝐸𝐸𝑒𝑒 verso lo stesso livello inferiore 𝐸𝐸𝑘𝑘 ) è possibile
determinare la temperatura della sorgente luminosa a partire dalle
densità di popolazione 𝑁𝑁𝑖𝑖 e 𝑁𝑁𝑒𝑒 dei livelli 𝐸𝐸𝑖𝑖 e 𝐸𝐸𝑒𝑒, all’equilibrio termico.

𝑑𝑑𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜔𝜔 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑃𝑃0 𝜔𝜔 𝑁𝑁𝑖𝑖 −
𝑔𝑔𝑖𝑖
𝑔𝑔𝑘𝑘

𝑁𝑁𝑘𝑘 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
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Tutti questi esperimenti richiedono però che siano note le corrispondenti probabilità di
transizione. Vediamo come è possibile stimarle sperimentalmente

La probabilità di transizione ℘𝑖𝑖𝑖𝑖 che una
molecola eccitata nel livello 𝐸𝐸𝑖𝑖 compia una
transizione verso il livello più basso 𝐸𝐸𝑘𝑘
mediante emissione spontanea di un quanto
di fluorescenza ℎ𝜐𝜐𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝐸𝐸𝑖𝑖 − 𝐸𝐸𝑘𝑘 è determinata
dal coefficiente di Einstein dell’emissione
spontanea 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 dalla relazione

𝑑𝑑 ℘𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖

Quando ci sono diverse transizioni possibili da 𝐸𝐸𝑖𝑖 verso diversi livelli
energeticamente più bassi 𝐸𝐸𝑘𝑘, la probabilità di transizione è data da:

𝐴𝐴𝑖𝑖 = �
𝑘𝑘

𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖

1.2.1 Tempi di vita. Transizioni spontanee e transizioni non radiative
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La diminuzione 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖 della densità di popolazione 𝑁𝑁𝑖𝑖 nell’intervallo di tempo 𝑑𝑑𝑑𝑑 sarà:

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖 = −𝐴𝐴𝑖𝑖𝑁𝑁𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑
che integrando porta a:

𝑁𝑁𝑖𝑖 𝑡𝑡 = 𝑁𝑁0𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑖𝑖𝑡𝑡

Dopo un tempo 𝜏𝜏𝑖𝑖 = 1/𝐴𝐴𝑖𝑖, la densità di popolazione 𝑁𝑁𝑖𝑖 è diminuita del valore
1/𝑒𝑒 dal suo valore iniziale a 𝑡𝑡 = 0. Quindi 𝜏𝜏𝑖𝑖 può essere definito come il tempo
di vita media spontaneo del livello 𝐸𝐸𝑖𝑖, come discende automaticamente dalla

definizione di valor medio a partire dalla funzione di probabilità 1
𝑁𝑁0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖 𝑡𝑡 ,

che rappresenta la probabilità che un atomo nel livello 𝐸𝐸𝑖𝑖 compia una
transizione spontanea nell’intervallo [𝑡𝑡, 𝑡𝑡 + 𝑑𝑑𝑑𝑑]:

dove 𝑁𝑁0 è la densità di popolazione all’istante 𝑡𝑡 = 0.

�𝜏𝜏𝑖𝑖 ≔
1
𝑁𝑁0

�
𝑁𝑁0

0
𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖 𝑡𝑡 = −

1
𝑁𝑁0

�
0

∞
𝑡𝑡 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑁𝑁𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑 = −�

0

∞
𝑡𝑡 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑒𝑒−𝐴𝐴𝑖𝑖𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑 =

1
𝐴𝐴𝑖𝑖

= 𝜏𝜏𝑖𝑖

1.2.1 Tempi di vita. Transizioni spontanee e transizioni non radiative
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La potenza radiante emessa da 𝑁𝑁𝑖𝑖 molecole a seguito della transizione 𝐸𝐸𝑖𝑖 → 𝐸𝐸𝑘𝑘 sarà:

𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑁𝑁𝑖𝑖ℎ𝜐𝜐𝑖𝑖𝑖𝑖𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖

Se diverse transizioni 𝐸𝐸𝑖𝑖 → 𝐸𝐸𝑘𝑘 sono possibili dal livello superiore 𝐸𝐸𝑖𝑖 a diversi livelli
inferiori 𝐸𝐸𝑘𝑘, le potenze radiante in corrispondenza delle rispettive linee spettrali sarà
proporzionale al prodotto tra i coefficienti di Einstein 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 e le energie dei fotoni ℎ𝜐𝜐𝑖𝑖𝑖𝑖.

Il livello energetico 𝐸𝐸𝑖𝑖 di una molecola A può essere spopolato non solo mediante
emissione spontanea, ma anche attraverso transizioni non-radiative indotte da
collisioni.

1.2.1 Tempi di vita. Transizioni spontanee e transizioni non radiative
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La probabilità ℘𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑖𝑖𝑖𝑖 di questa transizione dipende dalla densità 𝑁𝑁𝐵𝐵 delle molecole B

con cui può collidere, dalla velocità media 𝑣𝑣𝐴𝐴𝐴𝐴 relativa tra le molecole A e B e dalla
sezione d’urto 𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 per una collisione anelastica che induce la transizione 𝐸𝐸𝑖𝑖 → 𝐸𝐸𝑘𝑘
nella molecola, mediante la relazione:

𝑑𝑑℘𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑣𝑣𝐴𝐴𝐴𝐴𝑁𝑁𝐵𝐵𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖

Assumendo una distribuzione Maxwell-Boltzmann delle velocità per un gas all’equilibrio
termico alla temperatura T in un volume V, si ottiene:

𝑣𝑣𝐴𝐴𝐴𝐴 =
8𝐾𝐾𝐾𝐾
𝜋𝜋𝜋𝜋

dove 𝜇𝜇 è la massa ridotta:

𝜇𝜇 =
𝑀𝑀𝐴𝐴𝑀𝑀𝐵𝐵
𝑀𝑀𝐴𝐴 + 𝑀𝑀𝐵𝐵

essendo 𝑀𝑀𝐴𝐴 la massa della molecola A e 𝑀𝑀𝐵𝐵 la massa della molecola B.

1.2.1 Tempi di vita. Transizioni spontanee e transizioni non radiative
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Inglobando i processi di emissione spontanea e quelli di collisione anelastica, è possibile
definire un tempo di vita media effettivo 𝜏𝜏𝑖𝑖

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒come:

1
𝜏𝜏𝑖𝑖
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 =

1
𝜏𝜏𝑖𝑖
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 + �

𝑘𝑘

𝑣𝑣𝐴𝐴𝐴𝐴𝑁𝑁𝐵𝐵𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖

nota come Equazione di Stern-Vollmer, che plottata in funzione del prodotto 𝑣𝑣𝐴𝐴𝐴𝐴𝑁𝑁𝐵𝐵
restituisce una retta la cui pendenza consente di ricavare la sezione d’urto del processo di
collisione 𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 mentre l’intercetta restituisce il tempo di vita media spontaneo.

1.2.1 Tempi di vita. Transizioni spontanee e transizioni non radiative

1
𝜏𝜏𝑖𝑖
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

1
𝜏𝜏𝑖𝑖
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑣𝑣𝐴𝐴𝐴𝐴𝑁𝑁𝐵𝐵
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Nell’ipotesi di gas ideale, vale l’equazione di stato:

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁

e la densità di molecole può essere esplicitata in funzione della pressione 𝑃𝑃 e della
temperatura 𝑇𝑇:

𝑁𝑁𝐵𝐵 =
𝑁𝑁
𝑉𝑉 =

𝑃𝑃
𝐾𝐾𝐾𝐾

che possono essere determinate sperimentalmente in maniera più semplice
rispetto a 𝑁𝑁𝐵𝐵 e quindi il tempo di vita media effettivo dello stato eccitato può
essere espresso in funzione della pressione del gas:

1
𝜏𝜏𝑖𝑖
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 =

1
𝜏𝜏𝑖𝑖
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 + �

𝑘𝑘

𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖
8

𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝑃𝑃

1.2.1 Tempi di vita. Transizioni spontanee e transizioni non radiative

1
𝜏𝜏𝑖𝑖
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 =

1
𝜏𝜏𝑖𝑖
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 + �

𝑘𝑘

𝑣𝑣𝐴𝐴𝐴𝐴𝑁𝑁𝐵𝐵𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑣𝑣𝐴𝐴𝐴𝐴 =
8𝐾𝐾𝐾𝐾
𝜋𝜋𝜋𝜋
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Se la molecola A eccitata è esposta ad un campo di radiazione intenso, l’emissione stimolata
diventa non più trascurabile, contribuendo allo spopolamento del livello 𝐸𝐸𝑖𝑖 mediante la
transizione | ⟩𝑖𝑖 → | ⟩𝑘𝑘 con la probabilità:

𝑑𝑑℘𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜌𝜌(𝜐𝜐𝑖𝑖𝑖𝑖)𝐵𝐵𝑖𝑖𝑖𝑖

essendo 𝜌𝜌(𝜐𝜐𝑖𝑖𝑖𝑖) la densità di energia del campo di radiazione alla frequenza 𝜐𝜐𝑖𝑖𝑖𝑖 e 𝐵𝐵𝑖𝑖𝑖𝑖 il
coefficiente di Einstein dell’emissione stimolata.

1
𝜏𝜏𝑖𝑖
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 = �

𝑘𝑘

1
𝜏𝜏𝑖𝑖
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 + 𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖

8
𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑃𝑃 + 𝜌𝜌(𝜐𝜐𝑖𝑖𝑖𝑖)𝐵𝐵𝑖𝑖𝑖𝑖

Determinando 𝜏𝜏𝑖𝑖
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 e 𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 con il plot di Stern-Vollmer nell’ipotesi che

l’emissione stimolata sia trascurabile, determinati il tempo di vita media
dell’emissione spontanea e del processo di collisione, il tempo di vita media
dell’emissione stimolata può essere poi ricavata.

1.2.1 Tempi di vita. Transizioni spontanee e transizioni non radiative

In questo caso, la probabilità totale di transizione che determina il tempo di vita
media effettivo del livello 𝑬𝑬𝒊𝒊 sarà dato dalla somma dei tre contributi, emissione
spontanea, emissione stimolata e collisioni anelastiche:

1
𝜏𝜏𝑖𝑖
𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 =

1
𝜏𝜏𝑖𝑖
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 + 𝜎𝜎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖

8
𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝑃𝑃
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1.2.2 Descrizione semiclassica
Nella descrizione semiclassica, il campo elettrico associato alla radiazione incidente su un
atomo è descritto da un’onda piana soluzione delle equazioni di Maxwell:

)𝑬𝑬 = 𝑬𝑬0co s(𝜔𝜔𝜔𝜔 − 𝑘𝑘𝑘𝑘

mentre l’atomo è trattato quantisticamente come un sistema a due stati energetici 𝐸𝐸𝑎𝑎 e 𝐸𝐸𝑏𝑏

La spettroscopia laser viene utilizzata in intervalli spettrali
dove la lunghezza d’onda della luce 𝜆𝜆 è molto più grande
del diametro di un atomo 𝑑𝑑 (ad esempio, nel visibile, 𝜆𝜆 =
500 𝑛𝑛𝑛𝑛 mentre 𝑑𝑑 < 1 𝑛𝑛𝑛𝑛). Nell’approssimazione in cui
𝜆𝜆 ≫ 𝑑𝑑, la fase dell’onda elettromagnetica non cambia
molto all’interno del volume di un atomo, poiché:

𝑘𝑘𝑘𝑘 =
2𝜋𝜋
𝜆𝜆 𝑧𝑧 ≪ 1

se 𝑧𝑧 ≤ 𝑑𝑑 . Possiamo quindi trascurare nei calcoli le
derivate spaziali dell’ampiezza del campo
(approssimazione di dipolo).
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1.2.2 Descrizione semiclassica
Prendendo il sistema di coordinate con l’origine nel centro dell’atomo, possiamo assumere
𝑘𝑘𝑘𝑘 ≃ 0 all’interno del volume atomico e quindi l’onda piana diventa:

𝑬𝑬 = 𝑬𝑬0 cos 𝜔𝜔𝜔𝜔 = 𝑨𝑨0 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

con 𝑨𝑨𝟎𝟎 = 1
2
𝑬𝑬𝟎𝟎

L’operatore Hamiltoniano 𝐻𝐻 dell’atomo interagente con un campo debole può essere
espresso come somma dell’hamiltoniano imperturbato 𝐻𝐻0 dell’atomo libero più l’operatore
di perturbazione 𝑉𝑉:

𝐻𝐻 = 𝐻𝐻0 + 𝑉𝑉

Nell’approssimazione di dipolo, 𝑉𝑉 si riduce al prodotto scalare tra l’operatore di
dipolo 𝒑𝒑 = −𝑒𝑒𝒓𝒓 e il campo elettrico E:

𝑉𝑉 = 𝒑𝒑 � 𝑬𝑬 = 𝒑𝒑 � 𝑬𝑬0 cos 𝜔𝜔𝜔𝜔
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1.2.2 Descrizione semiclassica

Indichiamo con 𝜓𝜓(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) la soluzione generale dell’equazione di Schrodinger dipendente dal
tempo:

𝐻𝐻𝐻𝐻 𝒓𝒓, 𝑡𝑡 = 𝑖𝑖ℏ
𝜕𝜕𝜓𝜓 𝒓𝒓, 𝑡𝑡
𝜕𝜕𝑡𝑡

Dette 𝜙𝜙𝑛𝑛 𝒓𝒓, 𝑡𝑡 le autofunzioni dell’atomo imperturbato:

𝜙𝜙𝑛𝑛 𝒓𝒓, 𝑡𝑡 = 𝑢𝑢𝑛𝑛 𝒓𝒓 𝑒𝑒−
𝑖𝑖𝐸𝐸𝑛𝑛𝑡𝑡
ℏ

la soluzione generale 𝜓𝜓(𝒓𝒓, 𝑡𝑡) può essere espressa come combinazione lineare delle
autofunzioni dell’atomo imperturbato:

𝜓𝜓 𝒓𝒓, 𝑡𝑡 = �
𝑛𝑛

𝑐𝑐𝑛𝑛(𝑡𝑡)𝜙𝜙𝑛𝑛 𝒓𝒓, 𝑡𝑡 = �
𝑛𝑛

𝑐𝑐𝑛𝑛(𝑡𝑡)𝑢𝑢𝑛𝑛 𝒓𝒓 𝑒𝑒−
𝑖𝑖𝐸𝐸𝑛𝑛𝑡𝑡
ℏ
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1.2.2 Descrizione semiclassica
Per un sistema a due livelli con autostati | ⟩𝑎𝑎 e | ⟩𝑏𝑏 aventi energia 𝐸𝐸𝑎𝑎 e 𝐸𝐸𝑏𝑏, la sommatoria si
riduce a due termini:

𝜓𝜓 𝒓𝒓, 𝑡𝑡 = 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑎𝑎𝑒𝑒
−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡ℏ + 𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑏𝑏𝑒𝑒

−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡ℏ

I coefficienti 𝑎𝑎 𝑡𝑡 e 𝑏𝑏 𝑡𝑡 sono le ampiezze di probabilità degli stati atomici | ⟩𝑎𝑎 e | ⟩𝑏𝑏 , il che
vuol dire che 𝑎𝑎(𝑡𝑡) 2 rappresenta la probabilità di trovare il sistema nello stato | ⟩𝑎𝑎 al
tempo 𝑡𝑡.

𝐻𝐻0 + 𝑉𝑉 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑎𝑎𝑒𝑒
−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡ℏ + 𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑏𝑏𝑒𝑒

−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡ℏ = 𝑖𝑖ℏ
𝜕𝜕 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑎𝑎𝑒𝑒

−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡ℏ

𝜕𝜕𝑡𝑡
+ 𝑖𝑖ℏ

𝜕𝜕 𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑏𝑏𝑒𝑒
−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡ℏ

𝜕𝜕𝑡𝑡

Imponendola come soluzione dell’equazione di Schrodinger:

𝜓𝜓 𝒓𝒓, 𝑡𝑡 = �
𝑛𝑛

𝑐𝑐𝑛𝑛(𝑡𝑡)𝑢𝑢𝑛𝑛 𝒓𝒓 𝑒𝑒−
𝑖𝑖𝐸𝐸𝑛𝑛𝑡𝑡
ℏ

𝐻𝐻0 + 𝑉𝑉 𝜓𝜓 𝒓𝒓, 𝑡𝑡 = 𝑖𝑖ℏ
𝜕𝜕𝜓𝜓 𝒓𝒓, 𝑡𝑡
𝜕𝜕𝑡𝑡

Ovviamente, sussisterà la relazione 𝑎𝑎(𝑡𝑡) 2 + 𝑏𝑏(𝑡𝑡) 2 = 1 per ogni valore di 𝑡𝑡.
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1.2.2 Descrizione semiclassica

Esplicitiamo i passaggi:

𝐻𝐻0 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑎𝑎𝑒𝑒
−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡ℏ + 𝐻𝐻0 𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑏𝑏𝑒𝑒

−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡ℏ + 𝑉𝑉 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑎𝑎𝑒𝑒
−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡ℏ + 𝑉𝑉 𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑏𝑏𝑒𝑒

−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡ℏ

= 𝑖𝑖ℏ ̇𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑎𝑎𝑒𝑒
−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡ℏ + 𝐸𝐸𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑎𝑎𝑒𝑒

−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡ℏ + 𝑖𝑖ℏ ̇𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑏𝑏𝑒𝑒
−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡ℏ + 𝐸𝐸𝑏𝑏 𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑏𝑏𝑒𝑒

−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡ℏ

Poiché 𝑢𝑢𝑎𝑎𝑒𝑒
−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡ℏ e 𝑢𝑢𝑏𝑏𝑒𝑒

−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡ℏ sono autofunzioni dell’atomo imperturbato, sono autofunzioni
dell’Hamiltoniano 𝐻𝐻0 e quindi:

𝐻𝐻0 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑎𝑎𝑒𝑒
−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡ℏ = 𝐸𝐸𝑎𝑎 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑎𝑎𝑒𝑒

−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡ℏ

𝐻𝐻0 𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑏𝑏𝑒𝑒
−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡ℏ = 𝐸𝐸𝑏𝑏 𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑏𝑏𝑒𝑒

−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡ℏ

e quindi l’espressione precedente diventa:

𝑖𝑖ℏ ̇𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑎𝑎𝑒𝑒
−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡ℏ + 𝑖𝑖ℏ ̇𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑏𝑏𝑒𝑒

−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡ℏ = 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑉𝑉 𝑢𝑢𝑎𝑎𝑒𝑒
−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡ℏ + 𝑏𝑏(𝑡𝑡)𝑉𝑉 𝑢𝑢𝑏𝑏𝑒𝑒

−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡ℏ

𝐻𝐻0 + 𝑉𝑉 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑎𝑎𝑒𝑒
−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡ℏ + 𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑏𝑏𝑒𝑒

−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡ℏ = 𝑖𝑖ℏ
𝜕𝜕 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑎𝑎𝑒𝑒

−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡ℏ

𝜕𝜕𝑡𝑡 + 𝑖𝑖ℏ
𝜕𝜕 𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑏𝑏𝑒𝑒

−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡ℏ

𝜕𝜕𝑡𝑡

𝜙𝜙𝑛𝑛 𝒓𝒓, 𝑡𝑡 = 𝑢𝑢𝑛𝑛 𝒓𝒓 𝑒𝑒−
𝑖𝑖𝐸𝐸𝑛𝑛𝑡𝑡
ℏ
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Utilizziamo le relazioni di ortogonalità per le autofunzioni dell’atomo imperturbato:

�𝑢𝑢𝑖𝑖∗𝑢𝑢𝑗𝑗𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖

Quindi se moltiplichiamo per 𝑢𝑢𝑎𝑎∗ la relazione precedente e si procede con l’integrazione
spaziale:

𝑖𝑖ℏ ̇𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑒𝑒−
𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡
ℏ = 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑒𝑒−

𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡
ℏ �𝑢𝑢𝑎𝑎∗𝑉𝑉𝑢𝑢𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑒𝑒−

𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡
ℏ �𝑢𝑢𝑎𝑎∗𝑉𝑉𝑢𝑢𝑏𝑏𝑑𝑑𝑑𝑑

Definiamo:
𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 = �𝑢𝑢𝑎𝑎∗𝑉𝑉𝑢𝑢𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 = �𝑢𝑢𝑎𝑎∗𝑉𝑉𝑢𝑢𝑏𝑏𝑑𝑑𝑑𝑑

e ricaviamo un’espressione per ̇𝑎𝑎 𝑡𝑡 :

̇𝑎𝑎 𝑡𝑡 = −
𝑖𝑖
ℏ 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎𝑒𝑒

𝑖𝑖 𝐸𝐸𝑎𝑎−𝐸𝐸𝑏𝑏 𝑡𝑡
ℏ

𝑖𝑖ℏ ̇𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑎𝑎𝑒𝑒
−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡ℏ + 𝑖𝑖ℏ ̇𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑏𝑏𝑒𝑒

−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡ℏ = 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑉𝑉 𝑢𝑢𝑎𝑎𝑒𝑒
−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡ℏ + 𝑏𝑏(𝑡𝑡)𝑉𝑉 𝑢𝑢𝑏𝑏𝑒𝑒

−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡ℏ

𝜙𝜙𝑛𝑛 𝒓𝒓, 𝑡𝑡 = 𝑢𝑢𝑛𝑛 𝒓𝒓 𝑒𝑒−
𝑖𝑖𝐸𝐸𝑛𝑛𝑡𝑡
ℏ



1.2 PROBABILITA’ DI TRANSIZIONE

ASSORBIMENTO 
ED EMISSIONE 
DI LUCE

1.2.2 Descrizione semiclassica

Se adesso moltiplichiamo per 𝑢𝑢𝑏𝑏∗ e procediamo come prima integrando spazialmente:

𝑖𝑖ℏ ̇𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑒𝑒−
𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡
ℏ = 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑒𝑒−

𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡
ℏ �𝑢𝑢𝑏𝑏∗𝑉𝑉𝑢𝑢𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑒𝑒−

𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡
ℏ �𝑢𝑢𝑏𝑏∗𝑉𝑉𝑢𝑢𝑏𝑏𝑑𝑑𝑑𝑑

e definendo:

𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏 = �𝑢𝑢𝑏𝑏∗𝑉𝑉𝑢𝑢𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏 = �𝑢𝑢𝑏𝑏∗𝑉𝑉𝑢𝑢𝑏𝑏𝑑𝑑𝑑𝑑

ricaviamo un’espressione per ̇𝑏𝑏 𝑡𝑡 :

̇𝑏𝑏 𝑡𝑡 = −
𝑖𝑖
ℏ 𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏𝑒𝑒

−𝑖𝑖 𝐸𝐸𝑎𝑎−𝐸𝐸𝑏𝑏 𝑡𝑡
ℏ

𝑖𝑖ℏ ̇𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑎𝑎𝑒𝑒
−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡ℏ + 𝑖𝑖ℏ ̇𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑏𝑏𝑒𝑒

−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡ℏ = 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑉𝑉 𝑢𝑢𝑎𝑎𝑒𝑒
−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡ℏ + 𝑏𝑏(𝑡𝑡)𝑉𝑉 𝑢𝑢𝑏𝑏𝑒𝑒

−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡ℏ
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Riassumendo, abbiamo le due relazioni per 𝑎𝑎 𝑡𝑡 e 𝑏𝑏 𝑡𝑡 :

̇𝑎𝑎 𝑡𝑡 = −
𝑖𝑖
ℏ 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎𝑒𝑒

𝑖𝑖 𝐸𝐸𝑎𝑎−𝐸𝐸𝑏𝑏 𝑡𝑡
ℏ

̇𝑏𝑏 𝑡𝑡 = −
𝑖𝑖
ℏ
𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏𝑒𝑒

−𝑖𝑖 𝐸𝐸𝑎𝑎−𝐸𝐸𝑏𝑏 𝑡𝑡
ℏ

Ricordiamo l’espressione di 𝑉𝑉

𝑉𝑉 = 𝒑𝒑 � 𝑬𝑬 = −𝑒𝑒𝒓𝒓 � 𝑬𝑬

Poiché 𝒓𝒓 è dispari, gli integrali 𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏 = 0 se l’integrale è inteso tra -∞ a +-∞.

𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 = �𝑢𝑢𝑎𝑎∗𝑉𝑉𝑢𝑢𝑏𝑏𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝑒𝑒𝑬𝑬�𝑢𝑢𝑎𝑎∗𝒓𝒓𝑢𝑢𝑏𝑏𝑑𝑑𝑑𝑑

Per quanto riguarda gli altri due integrali, ricordando l’assunzione che 𝑬𝑬 non
varia all’interno del volume di integrazione:

𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 = �𝑢𝑢𝑎𝑎∗𝑉𝑉𝑢𝑢𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏 = �𝑢𝑢𝑏𝑏∗𝑉𝑉𝑢𝑢𝑏𝑏𝑑𝑑𝑑𝑑
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Definiamo l’elemento di matrice di dipolo:

𝑫𝑫𝒂𝒂𝒂𝒂 = −𝑒𝑒�𝑢𝑢𝑎𝑎∗𝒓𝒓𝑢𝑢𝑏𝑏𝑑𝑑𝑑𝑑

E quindi:

𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑬𝑬𝑫𝑫𝒂𝒂𝒂𝒂

Stesso ragionamento per 𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏 = �𝑢𝑢𝑏𝑏∗𝑉𝑉𝑢𝑢𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝑒𝑒𝑬𝑬�𝑢𝑢𝑏𝑏∗𝒓𝒓𝑢𝑢𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑

�𝑢𝑢𝑏𝑏∗𝒓𝒓𝑢𝑢𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝑢𝑢𝑎𝑎∗𝒓𝒓𝑢𝑢𝑏𝑏𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑫𝑫𝒂𝒂𝒂𝒂

Poiché l’operatore posizione è hermitiano:

𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑬𝑬𝑫𝑫𝒂𝒂𝒂𝒂

E quindi:

𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 = −𝑒𝑒𝑬𝑬�𝑢𝑢𝑎𝑎∗𝒓𝒓𝑢𝑢𝑏𝑏𝑑𝑑𝑑𝑑
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Quindi le espressioni:

̇𝑎𝑎 𝑡𝑡 = −
𝑖𝑖
ℏ 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎𝑒𝑒

𝑖𝑖 𝐸𝐸𝑎𝑎−𝐸𝐸𝑏𝑏 𝑡𝑡
ℏ

̇𝑏𝑏 𝑡𝑡 = −
𝑖𝑖
ℏ 𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏𝑒𝑒

−𝑖𝑖 𝐸𝐸𝑎𝑎−𝐸𝐸𝑏𝑏 𝑡𝑡
ℏ

con le nuove assunzioni: 𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏 = 0

𝑉𝑉𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝑉𝑉𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑬𝑬𝑫𝑫𝒂𝒂𝒂𝒂

diventano:

̇𝑎𝑎 𝑡𝑡 = −
𝑖𝑖
ℏ 𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑬𝑬𝑫𝑫𝒂𝒂𝒂𝒂𝑒𝑒

𝑖𝑖 𝐸𝐸𝑎𝑎−𝐸𝐸𝑏𝑏 𝑡𝑡
ℏ

̇𝑏𝑏 𝑡𝑡 = −
𝑖𝑖
ℏ 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑬𝑬𝑫𝑫𝒂𝒂𝒂𝒂𝑒𝑒

−𝑖𝑖 𝐸𝐸𝑎𝑎−𝐸𝐸𝑏𝑏 𝑡𝑡
ℏ
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Ricordando che:

𝑬𝑬 = 𝑬𝑬0 cos 𝜔𝜔𝜔𝜔 = 𝑨𝑨0 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

Indicando con 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝐸𝐸𝑎𝑎−𝐸𝐸𝑏𝑏
ℏ

, otteniamo le equazioni da risolvere per ottenere le

ampiezze di probabilità 𝑎𝑎 𝑡𝑡 e 𝑏𝑏 𝑡𝑡

̇𝑎𝑎 𝑡𝑡 =
𝑖𝑖
2𝑅𝑅𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑒𝑒

𝑖𝑖 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎−𝜔𝜔 𝑡𝑡 + 𝑒𝑒𝑖𝑖 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎+𝜔𝜔 𝑡𝑡 𝑏𝑏(𝑡𝑡)

̇𝑏𝑏 𝑡𝑡 =
𝑖𝑖
2𝑅𝑅𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑒𝑒

−𝑖𝑖 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎−𝜔𝜔 𝑡𝑡 + 𝑒𝑒−𝑖𝑖 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎+𝜔𝜔 𝑡𝑡 𝑎𝑎(𝑡𝑡)

con 𝑬𝑬0 = 2𝑨𝑨0

possiamo introdurre la frequenza di Rabi, definita come:

𝑅𝑅𝑎𝑎𝑎𝑎 =
𝑫𝑫𝒂𝒂𝒂𝒂𝑬𝑬𝟎𝟎
ℏ = 2

𝑫𝑫𝒂𝒂𝒂𝒂𝑨𝑨𝟎𝟎
ℏ

̇𝑎𝑎 𝑡𝑡 = −
𝑖𝑖
ℏ 𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑬𝑬𝑫𝑫𝒂𝒂𝒂𝒂𝑒𝑒

𝑖𝑖 𝐸𝐸𝑎𝑎−𝐸𝐸𝑏𝑏 𝑡𝑡
ℏ

̇𝑏𝑏 𝑡𝑡 = −
𝑖𝑖
ℏ 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑬𝑬𝑫𝑫𝒂𝒂𝒂𝒂𝑒𝑒

−𝑖𝑖 𝐸𝐸𝑎𝑎−𝐸𝐸𝑏𝑏 𝑡𝑡
ℏ
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𝑫𝑫𝒂𝒂𝒂𝒂 va distinto dal valore atteso del momento di dipolo
elettrico, che è definito come:

𝑫𝑫 = −𝑒𝑒�𝜓𝜓∗𝒓𝒓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓

Utilizzando l’espressione 𝜓𝜓 𝒓𝒓, 𝑡𝑡 = 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑎𝑎𝑒𝑒
− 𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡

ℏ + 𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑏𝑏𝑒𝑒
−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡ℏ , si ottiene:

𝑫𝑫 = −𝑒𝑒�𝜓𝜓∗𝒓𝒓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓

= −𝑒𝑒� 𝑎𝑎∗ 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑎𝑎∗𝑒𝑒
𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡
ℏ + 𝑏𝑏∗ 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑏𝑏∗𝑒𝑒

𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡
ℏ 𝒓𝒓 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑎𝑎𝑒𝑒

−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡ℏ + 𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑏𝑏𝑒𝑒
−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡ℏ 𝑑𝑑𝑑𝑑

Ricordando che 𝒓𝒓 è dispari:

𝑫𝑫 = −𝑒𝑒�𝑎𝑎∗ 𝑡𝑡 𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑒𝑒
𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡
ℏ 𝑒𝑒−

𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡
ℏ 𝑢𝑢𝑎𝑎∗𝒓𝒓𝑢𝑢𝑏𝑏𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑒𝑒�𝑏𝑏∗ 𝑡𝑡 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑒𝑒

𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡
ℏ 𝑒𝑒−

𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡
ℏ 𝑢𝑢𝑏𝑏∗𝒓𝒓𝑢𝑢𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑫𝑫𝒂𝒂𝒂𝒂 = −𝑒𝑒�𝑢𝑢𝑎𝑎∗𝒓𝒓𝑢𝑢𝑏𝑏𝑑𝑑𝑑𝑑

�𝑢𝑢𝑎𝑎∗𝒓𝒓𝑢𝑢𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑 = �𝑢𝑢𝑏𝑏∗𝒓𝒓𝑢𝑢𝑏𝑏𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0
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𝑫𝑫𝒂𝒂𝒂𝒂 = −𝑒𝑒�𝑢𝑢𝑎𝑎∗𝒓𝒓𝑢𝑢𝑏𝑏𝑑𝑑𝑑𝑑Ricordando che

𝑫𝑫 = 𝑫𝑫𝒂𝒂𝒂𝒂 𝑎𝑎∗ 𝑡𝑡 𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑒𝑒𝑖𝑖𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎𝑡𝑡 + 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑏𝑏∗ 𝑡𝑡 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎𝑡𝑡

e introducendo 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝐸𝐸𝑎𝑎−𝐸𝐸𝑏𝑏
ℏ

si ottiene:

Poiché 𝑎𝑎 𝑡𝑡 e 𝑏𝑏 𝑡𝑡 sono numeri complessi, possiamo esplicitarli come modulo e fase:

𝑎𝑎 𝑡𝑡 = 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑𝑎𝑎

𝑏𝑏 𝑡𝑡 = 𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑒𝑒𝑖𝑖𝜑𝜑𝑏𝑏

Moltiplicando e dividendo il secondo membro di 𝑫𝑫 per 𝑎𝑎∗ 𝑡𝑡 𝑏𝑏 𝑡𝑡

𝑫𝑫 = 𝑫𝑫𝒂𝒂𝒂𝒂 𝑎𝑎∗ 𝑡𝑡 𝑏𝑏 𝑡𝑡
𝑎𝑎∗ 𝑡𝑡 𝑏𝑏 𝑡𝑡
𝑎𝑎∗ 𝑡𝑡 𝑏𝑏 𝑡𝑡

𝑒𝑒𝑖𝑖𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎𝑡𝑡 +
𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑏𝑏∗ 𝑡𝑡
𝑎𝑎∗ 𝑡𝑡 𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎𝑡𝑡

𝑫𝑫 = −𝑒𝑒�𝑎𝑎∗ 𝑡𝑡 𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑒𝑒
𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡
ℏ 𝑒𝑒−

𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡
ℏ 𝑢𝑢𝑎𝑎∗𝒓𝒓𝑢𝑢𝑏𝑏𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑒𝑒�𝑏𝑏∗ 𝑡𝑡 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑒𝑒

𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡
ℏ 𝑒𝑒−

𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡
ℏ 𝑢𝑢𝑏𝑏∗𝒓𝒓𝑢𝑢𝑎𝑎𝑑𝑑𝑑𝑑
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𝑫𝑫 = 𝑫𝑫𝒂𝒂𝒂𝒂 𝑎𝑎∗ 𝑡𝑡 𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑒𝑒−𝑖𝑖(𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎𝑡𝑡+𝜑𝜑) + 𝑒𝑒𝑖𝑖(𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎𝑡𝑡+𝜑𝜑)

Determiniamo i rapporti:

𝑎𝑎∗ 𝑡𝑡 𝑏𝑏 𝑡𝑡
𝑎𝑎∗ 𝑡𝑡 𝑏𝑏 𝑡𝑡 = 𝑒𝑒𝑖𝑖(𝜑𝜑𝑏𝑏−𝜑𝜑𝑎𝑎)

𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑏𝑏∗ 𝑡𝑡
𝑎𝑎∗ 𝑡𝑡 𝑏𝑏 𝑡𝑡 = 𝑒𝑒𝑖𝑖(𝜑𝜑𝑎𝑎−𝜑𝜑𝑏𝑏)

Definendo: e sostituendo, si ottiene:𝜑𝜑𝑏𝑏 − 𝜑𝜑𝑎𝑎 = 𝜑𝜑

ovvero: )𝑫𝑫 = 𝑫𝑫𝟎𝟎𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎𝑡𝑡 + 𝜑𝜑
dove 𝑫𝑫𝟎𝟎 = 2𝑫𝑫𝒂𝒂𝒂𝒂 𝑎𝑎∗ 𝑡𝑡 𝑏𝑏 𝑡𝑡

Il valore atteso del momento di dipolo atomico oscilla all’autofrequenza
𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 anche in assenza di campo elettromagnetico esterno

𝑫𝑫 = 𝑫𝑫𝒂𝒂𝒂𝒂 𝑎𝑎∗ 𝑡𝑡 𝑏𝑏 𝑡𝑡
𝑎𝑎∗ 𝑡𝑡 𝑏𝑏 𝑡𝑡
𝑎𝑎∗ 𝑡𝑡 𝑏𝑏 𝑡𝑡

𝑒𝑒𝑖𝑖𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎𝑡𝑡 +
𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑏𝑏∗ 𝑡𝑡
𝑎𝑎∗ 𝑡𝑡 𝑏𝑏 𝑡𝑡

𝑒𝑒−𝑖𝑖𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎𝑡𝑡
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1.2.3 Approssimazione di campo debole
Supponiamo che al tempo 𝑡𝑡 = 0, gli atomi sono nello stato energeticamente più basso 𝐸𝐸𝑎𝑎, il
che implica che 𝑎𝑎 0 = 1 e 𝑏𝑏 0 = 0.

Cominciando la procedura iterativa partendo da 𝑎𝑎 = 1 e 𝑏𝑏 = 0 possiamo assumere che la 
prima iterazione è già sufficientemente accurata:

�
̇𝑎𝑎 𝑡𝑡 = 0
̇𝑏𝑏 𝑡𝑡 =

𝑖𝑖
2𝑅𝑅𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑒𝑒

−𝑖𝑖 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎−𝜔𝜔 𝑡𝑡 + 𝑒𝑒−𝑖𝑖 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎+𝜔𝜔 𝑡𝑡

Con la condizione iniziale: 𝑎𝑎 0 = 1 e 𝑏𝑏 0 = 0 si ottiene, integrando ̇𝑏𝑏 𝑡𝑡 :

𝑎𝑎 𝑡𝑡 = 1

𝑏𝑏 𝑡𝑡 =
𝑅𝑅𝑎𝑎𝑎𝑎

2
𝑒𝑒𝑖𝑖 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎−𝜔𝜔 𝑡𝑡 − 1

𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔 +
𝑒𝑒𝑖𝑖 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎+𝜔𝜔 𝑡𝑡 − 1

𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝜔𝜔

̇𝑎𝑎 𝑡𝑡 =
𝑖𝑖
2𝑅𝑅𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑒𝑒

𝑖𝑖 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎−𝜔𝜔 𝑡𝑡 + 𝑒𝑒𝑖𝑖 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎+𝜔𝜔 𝑡𝑡 𝑏𝑏(𝑡𝑡)

̇𝑏𝑏 𝑡𝑡 =
𝑖𝑖
2𝑅𝑅𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑒𝑒

−𝑖𝑖 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎−𝜔𝜔 𝑡𝑡 + 𝑒𝑒−𝑖𝑖 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎+𝜔𝜔 𝑡𝑡 𝑎𝑎(𝑡𝑡)

Supponiamo che l’ampiezza del campo di radiazione 𝐴𝐴0 sia sufficientemente piccola per cui
per ogni istante di tempo 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 la popolazione di 𝐸𝐸𝑏𝑏 rimane piccola rispetto a quella di 𝐸𝐸𝑎𝑎, il
che implica che 𝑏𝑏 𝑡𝑡 < 𝑇𝑇 2 ≪ 1.
Queste due condizioni prendono il nome di approssimazione di campo debole.
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1.2.3 Approssimazione di campo debole
Quindi, nella transizione 𝐸𝐸𝑎𝑎 → 𝐸𝐸𝑏𝑏 il sistema
atomico assorbe energia dal campo di radiazione.
L’assorbimento è intenso solo quando la frequenza
del campo di radiazione 𝜔𝜔 è vicina
all’autofrequenza 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 , che vuol dire che
𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔 ≪ 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎.

Quest’approssimazione è nota come rotating-wave approximation, e ci permette di
esprimere la probabilità 𝑏𝑏 𝑡𝑡 2 che il sistema al tempo 𝑡𝑡 si trovi nel livello eccitato 𝐸𝐸𝑏𝑏.

𝑏𝑏 𝑡𝑡 =
𝑅𝑅𝑎𝑎𝑎𝑎

2
𝑒𝑒𝑖𝑖 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎−𝜔𝜔 𝑡𝑡 − 1

𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔

Quindi il modulo quadro sarà pari a:

𝑏𝑏 𝑡𝑡 2 =
𝑅𝑅𝑎𝑎𝑎𝑎

2

2 1
𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔 𝑡𝑡 − 1 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔 𝑡𝑡 2

𝑎𝑎 𝑡𝑡 = 1

𝑏𝑏 𝑡𝑡 =
𝑅𝑅𝑎𝑎𝑎𝑎

2
𝑒𝑒𝑖𝑖 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎−𝜔𝜔 𝑡𝑡 − 1
𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔 +

𝑒𝑒𝑖𝑖 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎+𝜔𝜔 𝑡𝑡 − 1
𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝜔𝜔

Il secondo addendo di 𝑏𝑏 𝑡𝑡 è più piccolo del primo e può essere trascurato.
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𝑏𝑏 𝑡𝑡 2 =
𝑅𝑅𝑎𝑎𝑎𝑎

2

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔)𝑡𝑡
2

𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔
2

2

Probabilità di transizione in funzione
del detuning Δ𝜔𝜔 = 𝜔𝜔 − 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎

Sviluppiamo il modulo quadro:

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔 𝑡𝑡 − 1 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔 𝑡𝑡 2

= 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔 𝑡𝑡 − 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔 𝑡𝑡 + 1 + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔 𝑡𝑡

= 2 − 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔 𝑡𝑡 = 2 1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔 𝑡𝑡 = 4𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2
(𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔)𝑡𝑡

2

dove si è usata la relazione trigonometrica: 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑥𝑥
2

= ±
1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

2

Sostituendo:

𝑏𝑏 𝑡𝑡 2 =
𝑅𝑅𝑎𝑎𝑎𝑎

2

2 1
𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔 𝑡𝑡 − 1 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔 𝑡𝑡 2
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1.2.3 Approssimazione di campo debole
Quando la frequenza del campo di radiazione approssima la
frequenza di transizione, 𝜔𝜔 → 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 , utilizzando il limite

notevole lim
𝑥𝑥→0

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑥𝑥2

= 𝑡𝑡2 si ottiene la probabilità di

transizione alla risonanza:

𝑏𝑏 𝑡𝑡 2 =
𝑅𝑅𝑎𝑎𝑎𝑎

2

2

𝑡𝑡2

Poiché abbiamo supposto che il tempo di interazione del campo di
radiazione con il sistema atomico avviene in un tempo 𝑇𝑇 finito, l’analisi di
Fourier consente di stimare la larghezza spettrale dell’interazione come

∆𝜔𝜔 ≃ 1
𝑇𝑇

, che non consente quindi di parlare di monocromaticità, ma ci
obbliga a tenere conto della distribuzione spettrale del termine di
interazione.

che cresce proporzionalmente con il quadrato del tempo. 

𝑏𝑏 𝑡𝑡 2 =
𝑅𝑅𝑎𝑎𝑎𝑎

2

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔)𝑡𝑡
2

𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔
2

2
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1.2.4 Probabilità di transizione con sorgenti a banda larga
Una sorgente di radiazione termica ha una larghezza di banda 𝛿𝛿𝛿𝛿 che è molto più grande

del limite della trasformata di Fourier ∆𝜔𝜔 ≃ 1
𝑇𝑇

. Questa considerazione è diversa se si
considera un laser come sorgente di radiazione.

�𝜌𝜌 𝜔𝜔 d𝜔𝜔 = 𝜀𝜀0
𝐸𝐸02

2 = 2𝜀𝜀0𝐴𝐴02

Possiamo quindi generalizzare l’espressione trovata per 𝑏𝑏 𝑡𝑡 2 includendo l’interazione
della sorgente a banda larga con il sistema atomico a due livelli mediante l’integrazione
in tutto il campo delle frequenze. Questo porta a definire la probabilità di transizione
℘𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑡𝑡) in funzione del tempo t:

=
𝐷𝐷𝑎𝑎𝑎𝑎2

4ℏ2
𝐸𝐸02 �

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔)𝑡𝑡
2

𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔
2

2

𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑅𝑅𝑎𝑎𝑎𝑎 =
𝑫𝑫𝒂𝒂𝒂𝒂𝑬𝑬𝟎𝟎
ℏ

= 2
𝑫𝑫𝒂𝒂𝒂𝒂𝑨𝑨𝟎𝟎
ℏ

Se indichiamo come 𝜌𝜌(𝜔𝜔) la densità di energia spettrale di una sorgente di radiazione, è
noto che l’ampiezza campo elettrico 𝐸𝐸0 sarà:

𝑏𝑏 𝑡𝑡 2 =
𝑅𝑅𝑎𝑎𝑎𝑎

2

2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔)𝑡𝑡
2

𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔
2

2

℘𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑡𝑡 = � 𝑏𝑏 𝑡𝑡 2𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑅𝑅𝑎𝑎𝑎𝑎

2

2

�
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔)𝑡𝑡

2
𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔

2

2

𝑑𝑑𝑑𝑑
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1.2.4 Probabilità di transizione con sorgenti a banda larga
Dalla relazione precedente discende che:

𝐸𝐸02 =
2∫𝜌𝜌 𝜔𝜔 d𝜔𝜔

𝜀𝜀0
Sostituendo:

℘𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑡𝑡 =
𝐷𝐷𝑎𝑎𝑎𝑎2

2𝜀𝜀0ℏ2
�𝜌𝜌 𝜔𝜔 𝑑𝑑𝑑𝑑 � �

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔)𝑡𝑡
2

𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔
2

2

𝑑𝑑𝑑𝑑

Per le sorgenti di radiazione a banda larga, tipicamente 𝜌𝜌 𝜔𝜔 varia debolmente
nell’intervallo di frequenze della riga di assorbimento, al punto che lo si può
assumere costante nell’intervallo di frequenze dove il fattore tra parentesi
quadre è grande.

�𝜌𝜌 𝜔𝜔 d𝜔𝜔 = 𝜀𝜀0
𝐸𝐸02

2

℘𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑡𝑡 =
𝐷𝐷𝑎𝑎𝑎𝑎2

4ℏ2
𝐸𝐸02 �

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔)𝑡𝑡
2

𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔
2

2

𝑑𝑑𝑑𝑑

Quindi è possibile sostituire la funzione 𝜌𝜌 𝜔𝜔 con il suo valore alla
risonanza 𝜌𝜌 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 .
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1.2.4 Probabilità di transizione con sorgenti a banda larga

�𝜌𝜌 𝜔𝜔 𝑑𝑑𝑑𝑑 � �
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔)𝑡𝑡

2
𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔

2

2

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜌𝜌 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 �
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔)𝑡𝑡

2
𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔

2

2

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜌𝜌 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 2𝜋𝜋𝜋𝜋

e quindi:

℘𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑡𝑡 =
𝜋𝜋

𝜀𝜀0ℏ2
𝐷𝐷𝑎𝑎𝑎𝑎2𝜌𝜌 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑡𝑡

La probabilità di transizione per unità di tempo sarà:

𝑑𝑑 ℘𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝜋𝜋
𝜀𝜀0ℏ2

𝐷𝐷𝑎𝑎𝑎𝑎2𝜌𝜌 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎

che è indipendente dal tempo. 

℘𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑡𝑡 =
𝐷𝐷𝑎𝑎𝑎𝑎2

2𝜀𝜀0ℏ2
�𝜌𝜌 𝜔𝜔 𝑑𝑑𝑑𝑑 �

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔)𝑡𝑡
2

𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔
2

2

𝑑𝑑𝑑𝑑
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1.2.4 Probabilità di transizione con sorgenti a banda larga

Per ricavare da questo risultato l’espressione del coefficiente di Einstein per l’assorbimento,
dobbiamo considerare il fatto che la radiazione termica è isotropica mentre l’onda
elettromagnetica considerata sinora si propaga solo in una direzione. Per atomi con dipolo 𝒑𝒑
orientati nello spazio in maniera casuale, il valore medio della componente 𝑧𝑧 di 𝒑𝒑2 è pari a
𝑝𝑝𝑧𝑧2 = 𝑝𝑝2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃 = 𝑝𝑝2/3. Quindi, nel caso di radiazione isotropica, il termine di interazione

deve essere diviso per un fattore 3:

𝑑𝑑 ℘𝑎𝑎𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝜋𝜋
3𝜀𝜀0ℏ2

𝐷𝐷𝑎𝑎𝑎𝑎2𝜌𝜌 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝜌𝜌 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 𝐵𝐵𝑎𝑎𝑎𝑎

Ricordando che:

𝑫𝑫𝒂𝒂𝒂𝒂 = −𝑒𝑒�𝑢𝑢𝑎𝑎∗𝒓𝒓𝑢𝑢𝑏𝑏𝑑𝑑𝑑𝑑

si ottiene:

𝐵𝐵𝑎𝑎𝑎𝑎 =
𝜋𝜋𝑒𝑒2

3𝜀𝜀0ℏ2
�𝑢𝑢𝑎𝑎∗𝒓𝒓𝑢𝑢𝑏𝑏𝑑𝑑𝑑𝑑

2

𝑢𝑢𝑎𝑎 e 𝑢𝑢𝑏𝑏 sono la parte spaziale dell’
autofunzione dell’atomo imperturbato

𝜓𝜓 𝒓𝒓, 𝑡𝑡 = 𝑎𝑎 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑎𝑎𝑒𝑒
−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑎𝑎𝑡𝑡ℏ + 𝑏𝑏 𝑡𝑡 𝑢𝑢𝑏𝑏𝑒𝑒

−𝑖𝑖𝐸𝐸𝑏𝑏𝑡𝑡ℏ

𝑑𝑑 ℘𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑑𝑑𝑑𝑑
=

𝜋𝜋
𝜀𝜀0ℏ2

𝐷𝐷𝑎𝑎𝑎𝑎2𝜌𝜌 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎
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1.2.4 Probabilità di transizione con sorgenti a banda larga
Questo è valido nel caso i livelli non sono degeneri.

𝜌𝜌 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 𝐵𝐵𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝜌𝜌�
𝑛𝑛

𝐵𝐵𝑎𝑎𝑏𝑏𝑛𝑛

Se il livello | ⟩𝑎𝑎 è a sua volta m-volte degenere, occorre sommare su tutti gli 𝑚𝑚 livelli degeneri,
tenendo anche in considerazione che la popolazione di ogni sottolivello | ⟩𝑎𝑎𝑘𝑘 è dato dalla
frazione ⁄𝑁𝑁𝑎𝑎 𝑔𝑔𝑎𝑎.

𝐵𝐵𝑎𝑎𝑎𝑎 =
𝜋𝜋

3𝜀𝜀0ℏ2
1
𝑔𝑔𝑎𝑎

�
𝑚𝑚=1

𝑔𝑔𝑎𝑎

�
𝑛𝑛=1

𝑔𝑔𝑏𝑏

𝐷𝐷𝑎𝑎𝑚𝑚𝑏𝑏𝑛𝑛
2 =

𝜋𝜋
3𝜀𝜀0ℏ2𝑔𝑔𝑎𝑎

𝑆𝑆𝑎𝑎𝑎𝑎

dove 𝑆𝑆𝑎𝑎𝑎𝑎 è chiamata linestrength della transizione atomica | ⟩𝑎𝑎 → | ⟩𝑏𝑏 .

𝐵𝐵𝑎𝑎𝑎𝑎 =
𝜋𝜋𝑒𝑒2

3𝜀𝜀0ℏ2
�𝑢𝑢𝑎𝑎∗𝒓𝒓𝑢𝑢𝑏𝑏𝑑𝑑𝑑𝑑

2

Nel caso in cui il livello | ⟩𝑏𝑏 è n-volte degenere, la probabilità di transizione deve tener
conto della sommatoria su tutti gli 𝑛𝑛 livelli degeneri, ovvero:

Quindi il coefficiente di Einstein 𝐵𝐵𝑎𝑎𝑎𝑎 della transizione | ⟩𝑎𝑎 → | ⟩𝑏𝑏 è dato da:

𝑑𝑑 ℘𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝜌𝜌 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 𝐵𝐵𝑎𝑎𝑎𝑎
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1.2.5 Inclusione fenomenologica dei processi di decadimento
Sinora abbiamo trascurato il fatto che i livelli | ⟩𝑎𝑎 e | ⟩𝑏𝑏 non sono solo accoppiati con la
transizione indotta dal campo elettrico, ma possono anche perdere popolazione attraverso
emissione spontanea (trascuriamo l’emissione stimolata perché siamo in condizioni di
campo debole) o collisioni.

̇𝑎𝑎 𝑡𝑡 = −
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝜸𝜸𝒂𝒂

𝒂𝒂(𝒕𝒕) +
𝑖𝑖
2𝑅𝑅𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑒𝑒𝑖𝑖 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎−𝜔𝜔 𝑡𝑡 𝑏𝑏(𝑡𝑡)

̇𝑏𝑏 𝑡𝑡 = −
𝟏𝟏
𝟐𝟐𝜸𝜸𝒃𝒃

𝒃𝒃 𝒕𝒕 +
𝑖𝑖
2𝑅𝑅𝑎𝑎𝑎𝑎

𝑒𝑒−𝑖𝑖 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎−𝜔𝜔 𝑡𝑡 𝑎𝑎(𝑡𝑡)

Possiamo includere i fenomeni di decadimento aggiungendo fenomenologicamente
termini di decadimento nelle espressioni trovate per ̇𝑎𝑎 𝑡𝑡 e ̇𝑏𝑏 𝑡𝑡 , che possono essere
espressi dalle costanti di decadimento 𝛾𝛾𝑎𝑎 e 𝛾𝛾𝑏𝑏 rispettivamente per i livelli | ⟩𝑎𝑎 e | ⟩𝑏𝑏 .

̇𝑎𝑎 𝑡𝑡 =
𝑖𝑖
2𝑅𝑅𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑒𝑒

𝑖𝑖 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎−𝜔𝜔 𝑡𝑡 𝑏𝑏(𝑡𝑡)

̇𝑏𝑏 𝑡𝑡 =
𝑖𝑖
2𝑅𝑅𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑒𝑒

−𝑖𝑖 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎−𝜔𝜔 𝑡𝑡 𝑎𝑎(𝑡𝑡)

Nelle medesime ipotesi fatte sinora (rotating wave approximation), le espressioni ̇𝑎𝑎 𝑡𝑡
e ̇𝑏𝑏 𝑡𝑡 diventano:
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1.2.5 Inclusione fenomenologica dei processi di decadimento

Con la medesima procedura iterativa utilizzata, si può dimostrare che la probabilità di
transizione per unità di tempo è pari a:

℘𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 𝑡𝑡,𝜔𝜔 2 =
1
2

𝑅𝑅𝑎𝑎𝑎𝑎2

𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 − 𝜔𝜔 2 + 1
2 𝛾𝛾𝑎𝑎𝑎𝑎

2

che rappresenta un profilo di riga lorentziano con larghezza a mezza altezza pari a
𝛾𝛾𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝛾𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝛾𝑏𝑏.

Si può inoltre dimostrare che il valore di attesa del momento di dipolo
atomico di un atomo interagente con un campo di radiazione monocromatico

si comporta come un oscillatore smorzato con 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝐸𝐸𝑎𝑎−𝐸𝐸𝑏𝑏
ℏ

come frequenza
e con 𝛾𝛾𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝛾𝛾𝑎𝑎 + 𝛾𝛾𝑏𝑏 con fattore si smorzamento:

𝐷𝐷 = 𝐷𝐷0𝑒𝑒
−𝛾𝛾𝑎𝑎𝑎𝑎2 𝑡𝑡𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎𝑡𝑡 + 𝜑𝜑

𝝎𝝎𝒂𝒂𝒂𝒂

𝜸𝜸𝒂𝒂𝒂𝒂
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1.2.5 Inclusione fenomenologica dei processi di decadimento
Riassumendo…
Se supponiamo di poter cambiare con continuità la frequenza di emissione della
sorgente monocromatica (tuning in frequenza) in un intorno opportuno (ad esempio
4𝛾𝛾𝑎𝑎𝑎𝑎 del profilo Lorentziano) centrato sull’autofrequenza del sistema a due livelli, si può
ricostruire il profilo Lorentziano della riga di assorbimento andando a registrare la
potenza trasmessa dal campione gassoso in funzione della frequenza.

Campione gassoso

Sorgente 
Monocromatica

Rivelatore

0,0

0,5

1,0

In
te

ns
ità

𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎

𝐸𝐸𝑎𝑎

𝐸𝐸𝑏𝑏
𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎 =

𝐸𝐸𝑎𝑎 − 𝐸𝐸𝑏𝑏
ℏ

𝜔𝜔𝑎𝑎𝑎𝑎
Frequenza Frequenza

0,0

0,5

1,0

In
te

ns
ità 𝛾𝛾𝑎𝑎𝑎𝑎

4𝛾𝛾𝑎𝑎𝑎𝑎

2𝛾𝛾𝑎𝑎𝑎𝑎 2𝛾𝛾𝑎𝑎𝑎𝑎
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Il fascio di un laser monocromatico passa attraverso vapori di gas assorbente per un
tratto pari a 𝐿𝐿 = 5 𝑐𝑐𝑐𝑐. Se la frequenza del laser è accordata con il centro della
transizione di assorbimento | ⟩𝑖𝑖 → | ⟩𝑘𝑘 con sezione d’urto di assorbimento pari a 𝜎𝜎0 =
10−14 𝑐𝑐𝑐𝑐2, l’attenuazione dell’intensità trasmessa è del 10%. Calcolare la densità
atomica 𝑁𝑁𝑖𝑖 del livello assorbitore | ⟩𝑖𝑖 .

ESERCIZIO 1

𝑑𝑑𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜔𝜔 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑃𝑃0 𝜔𝜔 𝑁𝑁𝑖𝑖 −
𝑔𝑔𝑖𝑖
𝑔𝑔𝑘𝑘

𝑁𝑁𝑘𝑘 𝜎𝜎0𝐿𝐿𝑑𝑑𝑑𝑑

La potenza assorbita per unità di superficie all’interno dell’intervallo spettrale 𝑑𝑑𝜔𝜔 alla
frequenza angolare 𝜔𝜔 per un tratto 𝐿𝐿

dove 𝑃𝑃0 𝜔𝜔 potenza incidente del fascio laser, 𝑁𝑁𝑖𝑖 e 𝑁𝑁𝑘𝑘 sono le densità di
popolazione delle molecole assorbenti nei due livelli energetici 𝐸𝐸𝑖𝑖 e 𝐸𝐸𝑘𝑘 e 𝑔𝑔𝑖𝑖
e 𝑔𝑔𝑘𝑘 sono il numero di stati degeneri per i livelli energetici 𝐸𝐸𝑖𝑖 e 𝐸𝐸𝑘𝑘.
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Assumiamo che lo stato eccitato sia completamente spopolato, 𝑁𝑁𝑘𝑘 = 0.

)𝑃𝑃0 𝜔𝜔 = 𝑃𝑃0𝛿𝛿(𝜔𝜔 − 𝜔𝜔0

Integrando nell’intero spettro delle frequenze

𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑃𝑃0𝑁𝑁𝑖𝑖𝜎𝜎0𝐿𝐿

da cui estraiamo 𝑁𝑁𝑖𝑖

𝑁𝑁𝑖𝑖 =
𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑃𝑃0

1
𝜎𝜎0𝐿𝐿

= 0.1 �
1

10−14 𝑐𝑐𝑐𝑐2 � 5 𝑐𝑐𝑐𝑐
= 2 � 1012 𝑐𝑐𝑐𝑐−3

1.3 PROBLEMI

Poiché il laser è accordato sul centro 𝜔𝜔0 della transizione di assorbimento,

𝑑𝑑𝑃𝑃𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜔𝜔 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑃𝑃0 𝜔𝜔 𝑁𝑁𝑖𝑖 −
𝑔𝑔𝑖𝑖
𝑔𝑔𝑘𝑘

𝑁𝑁𝑘𝑘 𝜎𝜎0𝐿𝐿𝑑𝑑𝑑𝑑
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Un atomo di sodio otticamente eccitato 𝑁𝑁𝑁𝑁(3𝑃𝑃) con tempo di vita media spontaneo
pari a 𝜏𝜏𝑠𝑠𝑠𝑠(3𝑃𝑃) = 16 ns si trova all’interno di una cella con 10 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑟𝑟 di azoto alla
temperatura 𝑇𝑇 = 400 𝐾𝐾. Calcolare il tempo di vita media effettiva 𝜏𝜏𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 3P se la
sezione d’urto dei processi di collisione anelastica 𝑁𝑁𝑁𝑁 3𝑃𝑃 − 𝑁𝑁2 è pari a 𝜎𝜎𝑞𝑞 = 4 �
10−15 𝑐𝑐𝑐𝑐2.

ESERCIZIO 2

Considerando sia i processi di emissione spontanea che quelli di collisione anelastica, il
tempo di vita media effettivo 𝜏𝜏𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(3𝑃𝑃) è definito come:

1
𝜏𝜏𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(3𝑃𝑃) =

1
𝜏𝜏𝑠𝑠𝑠𝑠(3𝑃𝑃) + 𝑣𝑣𝑁𝑁𝑁𝑁−𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑁𝑁𝑁𝜎𝜎𝑞𝑞

dove 𝑛𝑛𝑁𝑁𝑁 è la densità di molecole di azoto e 𝑣𝑣𝑁𝑁𝑁𝑁−𝑁𝑁𝑁 è la velocità media 
relativa tra le molecole di azoto e l’atomo di sodio.

1.3 PROBLEMI
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Nell’ipotesi di gas ideale, vale l’equazione di stato:

𝑃𝑃𝑃𝑃 = 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝐾𝐾𝐾𝐾

e la densità di molecole può essere esplicitata in funzione della pressione 𝑃𝑃 e della
temperatura 𝑇𝑇:

𝑛𝑛𝑁𝑁𝑁 =
𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑉𝑉

=
𝑃𝑃
𝐾𝐾𝐾𝐾 =

1000 𝑃𝑃𝑃𝑃
1.38 � 10−23 𝐽𝐽𝐾𝐾−1 � 400 𝐾𝐾

= 1.8 � 1017𝑐𝑐𝑐𝑐−3

Assumendo una distribuzione Maxwell-Boltzmann delle velocità, all’equilibrio termico
si ottiene:

𝑣𝑣𝑁𝑁𝑁𝑁−𝑁𝑁𝑁 =
8𝐾𝐾𝐾𝐾
𝜋𝜋𝜋𝜋

dove 𝜇𝜇 è la massa ridotta:
𝜇𝜇 =

𝑀𝑀𝑁𝑁𝑁𝑀𝑀𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑀𝑀𝑁𝑁𝑁 + 𝑀𝑀𝑁𝑁𝑁𝑁

1.3 PROBLEMI
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𝜇𝜇 =
𝑀𝑀𝑁𝑁𝑁𝑀𝑀𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑀𝑀𝑁𝑁𝑁 + 𝑀𝑀𝑁𝑁𝑁𝑁

=
644 𝑢𝑢2

51𝑢𝑢 = 12.6 𝑢𝑢

𝑀𝑀𝑁𝑁𝑁 = 14𝑢𝑢 + 14𝑢𝑢 = 28 𝑢𝑢

Essendo:

𝑀𝑀𝑁𝑁𝑎𝑎 = 23 𝑢𝑢

con 𝑢𝑢 = 1,66 � 10−27 kg unità di massa atomica unificata

𝑣𝑣𝑁𝑁𝑁𝑁−𝑁𝑁𝑁 =
8𝐾𝐾𝐾𝐾
𝜋𝜋𝜋𝜋

=
8 � 1.38 � 10−23 𝐽𝐽𝐾𝐾−1 � 400 𝐾𝐾
3.14 � 12.6 � 1.66 � 10−27𝑘𝑘𝑘𝑘

= 820
𝑚𝑚
𝑠𝑠

= 8.2 � 104
𝑐𝑐𝑚𝑚
𝑠𝑠

quindi:

1.3 PROBLEMI
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1
𝜏𝜏𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(3𝑃𝑃) =

1
𝜏𝜏𝑠𝑠𝑠𝑠(3𝑃𝑃)

+ 𝑣𝑣𝑁𝑁𝑁𝑁−𝑁𝑁𝑁𝑛𝑛𝑁𝑁𝑁𝜎𝜎𝑞𝑞

=
1

16 � 10−9𝑠𝑠 + 8.2 � 104
𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑠𝑠 � 1.8 � 1017𝑐𝑐𝑐𝑐−3 � 4 � 10−15 𝑐𝑐𝑐𝑐2

= 6.25 � 107𝑠𝑠−1 + 5.9 � 107𝑠𝑠−1 = 12.15 � 107𝑠𝑠−1

il tempo di vita media effettivo 𝜏𝜏𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒(3𝑃𝑃) può essere ora calcolato

da cui si ricava:

𝜏𝜏𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 3𝑃𝑃 =
1

12.15 � 107 𝑠𝑠 = 8.2 𝑛𝑛𝑛𝑛

𝜏𝜏𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒 3𝑃𝑃 = 0.513𝜏𝜏𝑠𝑠𝑠𝑠(3𝑃𝑃)

1.3 PROBLEMI
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